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從多項式揭開無窮的秘密 

單維彰‧100 年 12 月 15 日 

去年 12 月，本欄示範如何使用高中一年級的「綜合除法」技術，導出多項式的

微分公式及性質，並指出那套技術可以完整確定多項式函數圖形之極大、極小和

反曲點發生位置，進而能夠徹底了解多項式函數圖形的各種特徵。這一套技術，

大約就是萊布尼茲發表於西元 1684 年的第一篇微分學論文之內容；也就是這一

篇論文，讓牛頓的朋友們指責萊布尼茲竊取了牛頓的發明，並且督促牛頓趕快發

表他的成果。 

    作者想要闡述的，不僅是一個歷史故事。更高的期望是，提出高中數學課程

設計的另一種可能。近十幾年來，微積分在科學、工程、管理學科的課程中出現

的階段越來越早，提前帶學生進入微積分領域的需求也就越來越殷切。如果依照

廿世紀由美國「主流」微積分教科書作者擬定的「標準」課程進度：先處理極限，

並探討函數的連續性，然後以割線斜率之極限定義導數，則在高中階段勢必難以

施行。這或許是過去半個世紀以來，高中階段的微積分課程始終裹足不前或欲言

又止的原因。 

這一套先墊基、再發展的進路，不但在高中窒礙難行，即使對大多數的大學

生，也是非常可惜的：在學生體驗微積分的奇異美妙和令人震懾的威力以前，先

被數學「嚴格性」累壞了身體，等到壯碩的美景終於陳現眼前，也無力欣賞了。 

    然而廿世紀的美國標準，在歷史上和地域上，都不是唯一的標準。回顧十七

和十八世紀，當數學家（和物理學家）並不特別被「嚴格性」困擾的時候，他們

已經用初等的工具和奔放的創意開發了那麼多令人驚豔的結果；其中一部份，例

如前述多項式函數圖形的全部特徵，沒有道理不能讓高中生理解並應用。而嚴格

性是在十九世紀才補上的，我們幾乎可以說，一直到「微積分大發現時代」結束

之後，數學家才回頭收拾這些惱人的細節。如今，我們何不忽略廿世紀的美國主

流課程，向更早的歐陸主流課程取經，為學生設計一套（正確但尚未完整地）先

發展、再墊基的數學課程呢？ 

    現在，作者想要分享兩個他最深深陶醉的例子，與讀者一同欣賞前人「初等

的工具和奔放的創意」的快樂。 

    西元 1665 年，22 歲就讀劍橋三一學院的年輕牛頓，首次揭開了一樁無窮級

數的秘密。牛頓不曾為此在部落格分享他的感受，但是就算我自欺欺人好了，請

讀者想像這個年輕人當時那種不確定自己到底是觸碰了上帝或者撒旦的興奮和

恐懼！ 

    那一年，牛頓（很可能使用如上個月本欄所示的技術）知道單項式 nx 可以

寫成以 c=1 為參考點的泰勒形式（這是後來取的名字，那位泰勒先生還要再 20

年之後才會出生）： 
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而且他已經發現了計算係數 、 、 的「撇步」，也就是後來稱為「微分」

的技術： 
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其中 ( ) nf x x 而且 表示 f 在 x=1 處的 次導數。這個結論，今天的學生可

以用（最簡單形式的）鍊鎖律和比較係數法取得。而如同我們在上個月獲得的微
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分公式，牛頓也知道
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在以上各階導函數中代入 x=1 得到 
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因此，上述泰勒形式的係數就是 
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牛頓認得出來，這就是所謂巴斯卡三角形上第 n 列的數（巴斯卡長牛頓 20 歲，

稍早在 1662 年過世了），用今天的符號來寫，就是 n
k kc C ，也就是說 

)n 。 

其實，聰敏的學生一定知道，上述結果可以先用二項展開 
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然後將變數 x 置換成 1x  而得到。但是，過度聰敏就可能和一個偉大的發現失之

交臂。牛頓從幾個「個案」，大膽地推論 1'r rx rx    之公式，對任意指數 r 都是

正確的，不必限定指數為正整數；正如現在的學生也都會自動這麼推論的。那麼，

如果規定 
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其中 r 非 亦非正整數，k 是正整數，則 恆不為 0，而以上的二項展開就變成

了無窮級數： 
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0 1rC  。讀者不妨試試 1r   和 1/ 2r 其中我們規定 的狀況。 

西元 1735 年，28 歲在聖彼得堡新婚並遷入涅瓦河畔新居的歐拉 (Euler)，發

現了無窮級數
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 。對大一微積分學生而言，有很多辦法可以證明 是

一個

數的和是什麼？ 

    首先，歐拉說，因為正弦函數

收斂的無窮級數，這是一道基本的習題。但是，鮮少大學生知道這個收斂級

、x  sin x 在 0x  、 2x   、…處都是 0，

所以這些數是它的「根」，因此 
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其實巴斯卡已經推論過以上事實（但是形式不同，因為他並沒有使用弧度量），

生在學習了夾擠的觀念之後，也可以應用基本的三角關係了解上述

事實。所以將以上等式的右側代入 x=0 之後，可以得知係數 a 的值，並重新整理

它為 

而我們的高中
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另一方
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面，歐拉知道 sin x 的泰勒展開（參閱本欄 96 年 7 月〈從武士刀到毛瑟槍〉）

是 

 

所以 

2 4 2 2 2

2 2 2 2 2
1 1 1 1

3! 5! 2 3

x x x x x

  
   

          
   

 。 

接著，歐拉乘開等號的右側，整理之後，比較 2 項的係數，就得到了
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是不是一個令人瞠目結舌的過程？但是，在「嚴格性」的要求之下，這樣的程序

不得出現在課程之內，它只能藏在某些人的秘密花園裡。 


	西元1735年，28歲在聖彼得堡新婚並遷入涅瓦河畔新居的歐拉 (Euler)，發現了無窮級數。對大一微積分學生而言，有很多辦法可以證明是一個收斂的無窮級數，這是一道基本的習題。但是，鮮少大學生知道這個收斂級數的和是什麼？

