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以對數律為例談數學練習的意義 

單維彰‧99 年 3 月 18 日 

上個月，本欄指出數學的學習可分「理論」的學習與「操作」的學習兩個層次，

並指出操作練習的目的僅是熟練，所以這一層次的練習題需要基本而大量，不必

艱難而繁複，以免日久造成「人工化的難題」。這個話題若要談得具體，必須舉

例，而舉例就必須涉及數學內容。所以，上個月我們以對數律為例，推導了還原

公式和指數的「乘法律」、「除法律」和「次方律」，並邀請讀者觀察美國暢銷微

積分教科書內的操作練習題，看看它們是否滿足本欄作者主張的練習目的？ 

    數學課程中的某些習題，超過了「操作練習」的層次而與數學理論或典型的

應用有關。這些題目的數量可以不必像操作練習那麼多，但是每一題要表明一個

數學的概念，讓學生透過操作獲得某種學習數學的意義：也許是一個數學理論的

認識，也許是一種解決典型應用問題的方法。如果沒有達到這個層次的教學，則

這類題目的大量變化，最後容易流於徒然的繁複操作，學生無法認知操作的意

義，也就達不到學習的目標，並且很可能變得緊張無措。 

    為了要具體談論這個話題，讓我們言之有物並且盡量對讀者有實際的幫助，

作者還是很抱歉地需要舉例。讓我們先看一個比較簡單的問題，所謂的「指數方

程式」。這是很常見的一類題型： 

求解 1 24 5 2 16x x  0     

標準方法是觀察原式等於 ，然後置換24 (2 ) 5 4 2 16x x     2xu  ，得到二次方

程式 024 20 16u u   或化簡為 2 5 4 0u u   ，然後就很容易做了。至此，請讀

者想想 6 道如此的題型，有何意義？ 

如果上述題型的目的僅是將指數形式的方程式改成

，如果練習 4 或

二次或三次方程式，則這

類題型就成為「指數律的操作練習」：練習將 22x 寫成4 2x ，並練習將4x 看成
2 22 (2 )x x 。在這個層次上，其實這個題型很簡 ，而 乏意義，學生 明白

，練習這種題型的意義在於一種形式的「置換」技巧，就

能跟過去以及未來的經驗
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為什麼要學這個技巧？ 

如果老師能夠指出

連結，使得這個看似純操作的練習，在整個數學的架構

中有了明確的地位。在指數方程式之前，學生曾經用置換的技巧化簡 6 2 5 ：

令 5a  ， 1b  ，而 2( ) 6 2 5a b   所以原式等於 | 5 1| ；他們也曾用置換的

技巧分解 ：令4 2x x5 4  2y x 則原式等於 )2 5 4 ( 4)( 1y y y y    
)( 2)x  。用「置換」這個大觀念連結

，所以原式

可分解成

這些題型，就有了一致性，而且它的確是數學操作中的一個重要觀念與技巧；之

 

2 2(x x

後在三角方程式與微積分的課題中，還會再使用置換來解決問題。

4)( 1) 2)( 1x x( 2)(x  



利用對數的還原公式和次方律，我們可以推導對數的「換底公式」。這是堪

的公式，是學習對數的核心知識，也是關於對數的最重要觀念之一。

好。不論原

先用

稱「偉大」

它雖然也有操作的層面，但是操作並非換底公式的重點；它的重點是觀念，而此

觀念恰好是說（過於化約地說）：對數的底並不重要，任何底都一樣

了什麼底，一律可以換成另一個方便的底；通常選 10 或 2.7183e  作為底。 

但是，有點不幸地，在我國的高中數學教室裡，更糟糕的是在校內的數學考

卷上，有太多關於換底的人工化難題，不但不能凸顯換底公式的意義，更讓學生

害怕數學，而可能錯失了學習這個美妙工具的機會。 

現在我們不得不展示換底公式。如果0 1b  是某個底數 示常用，而 log 表

對數（以 10 為底），則 
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其中

換底公式的精神，所以當我普查 90—98 年度的大考數

學試題（學測、數甲和數乙），發現總共只有 5 道題目出現非「常用」的對數；

而「需要」換底公式才能做的題目數量是：0。其中一題 96 學測 A：令 0<x<1，

a>0。這條公式的意義是：任何底的對數，都能換成常用對數。 

大考的題目都能掌握

求解 2log 4 log 1x x  ，可以用換底公式再用前述的置換法（令 logu x ）變成二

次方

，所以很容易湊出兩個解

程式求解，但是我猜多數做對這一題的考生，是用「湊」的。因為是選填題，

題目已經告訴考生答案是一個分數 2x  或
1

4
，前者

3

x 

不合。所以這一題「可以」用換底公式，但是並「不需要」。 

另一題 95 數甲 2：令 ，需知道 x 是正數並估計log 10x  22y x x   是正

數還是負數？考題中告訴學生 log3 0.4771 ，所以可以用換底公式估算 。

但是，以 來看，很容易估計 2.1。即使估得更小，例如

2.1

，也

x 

2.052

還是能估計 y<0 而點 ( , )

3 9 x 大約是

x y 在第四象限。所以這一題也是「可以」用換底公式，

但是並「不需要」。 

其他 3 道非「常用」的對數考題，全是對數的一般性基本觀念，與底數是幾

化簡 

其實並無關聯。 

    相對於大考的數學試題，讓我們「欣賞」一道高中段考的考題，想必高中階

段的教師和同學都對此題型不陌生： 

2 16 4 7log (log 7) 2log (log 4)  

（答

考題目複雜很多，而且完全沒有失去了操作換底的意義。這一

以上公式其實是以下公式的特例（

案是 1 ）即使不是數學的專業人士，應該也能單純從形式上看得出來，高

中段考的題目比大

道題目可能是針對以下「公式」設計的： 
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接應用： 

 

而以上公式又其實是換底公式和次方律的直
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這是非常容易推論的形式，它比較適 來當合用 作換底公式的推理練習，卻在課堂

中經常被設定為「公式」，而這種公式只是為了「速解」如前面所舉的那種人工

化的難題。 

精力，遠低於把它置入大

腦「長期記憶區」所需的精力，實在是造成數學難教難學，被人詬病為「與生活

脫節」的根本原因啊！作為教師，應該培養自己取捨「公式」的能力與品味。如

    像這樣的「公式」，從核心公式或觀念推論所需的

果，能夠推論的所有恆等式（或恆不等式）都變成「公式」，則數學的學習內容

豈止繁重得難以承受，更可惜的是喪失了數學「以簡馭繁」的核心價值。 

 


